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Abstrakt
Tato pra´ce ma´ za c´ıl vytvorˇit teorii gaussovsky´ch 1D filtr˚u s rotuj´ıc´ı maskou, d´ıky ktere´
bychom meˇli by´t schopni naprogramovat algoritmus pro sn´ızˇen´ı sˇumu a zvy´razneˇn´ı struk-
tury paprsk˚u v digita´ln´ım obraze slunecˇn´ı koro´ny. Cˇa´st p˚uvodn´ıho obra´zku slunecˇn´ı koro´ny
a obra´zk˚u vznikly´ch filtrac´ı pomoc´ı algoritmu˚ zde popsany´ch lze nale´zt v prˇ´ıloze.
Summary
The objective of this thesis is to create Gaussian 1D filters with rotating kernel theory
which enables to program algorithm for noise reduction and beam structure highlighting
in a digital picture of the solar corona. A fragment of original picture of solar corona and
of pictures filtred by this algorithm is in the enclosure.
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Kapitola 1
Úvod
Již od nepaměti lidé vzhlíželi k obloze a hledali vztahy mezi hvězdami, které jsou z naší
planety krásně vidět, a událostmi na Zemi. I my dnes vzhlížíme k obloze a věříme, že
studiem nebeské báně získáme informace o naší minulosti i budoucnosti.
Nejbližší hvězdou naší planetě je Slunce. Slunce je velmi blízko a jeho jas nám zabraňuje
pohodlně sledovat jeho okolí. Jedním z úkazů, kdy můžeme snadno spatřit žhavé okolí
Slunce, je tzv. zatmění Slunce.
Pracovníci naší školy využili tohoto úkazu, aby nafotili sluneční korónu. Jde o jasně
zářící okolí Slunce tvořené žhavými plyny unikajícími z fotosféry Slunce. Plyny jsou io-
nizovány, a proto se jejich výrony ohýbají v magnetickém poli Slunce podél tzv. magne-
tických siločar. Fotky sluneční koróny tedy jsou nejen pěkné, ale napoví nám i mnohé o
tvaru magnetického pole Slunce a vlastnostech plazmových výronů.
Matematický přístup k analýze těchto fotek nám pomůže lépe rozeznat nepatrné de-
taily a tím přispět k porozumění tomu, co je na fotkách zachyceno. Jednou z těchto metod
se zabývá i tato diplomová práce.
Metoda, kterou zde popíši, má dva cíle: potlačení šumu v obrázku sluneční koróny,
aniž dojde k zahlazení hran struktury světlých a tmavých paprsků znázorňujících tvar
plazmových výronů, a zviditelnění těchto paprsků ve vzdálenosti od Slunce, kde jsou
rozdíly jasu světlých a tmavých paprsků již velmi malé a pro oko díky velké míře šumu
těžko postřehnutelné.
Je tedy nutné vytvořit adaptivní filtr, který se přizpůsobí lokální struktuře obrázku
neboli bude zahlazovat obrázek v oblasti, která bude respektovat tvar struktury. Vzhledem
k tomu, že struktura je tvořena křivkami, jako vhodný tvar zahlazované oblasti se jeví
úsečka.
Práce obsahuje celkem šest kapitol. První kapitola je úvod. Ve druhé kapitole se se-
známíme se základními pojmy, které se váží k teorii gaussovských filtr s rotujícím jádrem.
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Třetí kapitola pojednává o tom, jak nadefinovat oblast, ve které budeme zahlazovat šum.
Čtvrtá kapitola se zabývá otázkou, jak takovou oblast v obrázku nalézt, v páté kapitole
jsou uvedeny diskretizace parametrů pro navržený program v prostředí Matlab a srovnání
filtrovaných obrázků. Šestá, závěrečná, kapitola je závěr.
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Kapitola 2
Základní pojmy
„Dejte mi dostatečně dlouhou tyč a pevný bod a pohnu světem.ÿ
Strojařská variace na známé téma.
2.1. Konvoluce
Základním algoritmem, který budeme užívat, je konvoluce.
Definice 2.1 Nechť veličiny X a Y jsou nezávislé a nechť mají po řadě distribuční
funkce F1 a F2. Pak veličina Z = X+Y má distribuční funkci F (z) =
∫
F2(z − x)dF1(x).
Funkci F pak nazýváme konvolucí distribučních funkcí F1 a F2.
Věta 1 Nechť X má hustotu p1 a nechť Y má hustotu p2. Jsou-li X a Y nezávislé, pak
hustota veličiny Z = X + Y je rovna f(z) =
∫
p1(u)p2(z − u)du.
Poznámka: Důkaz této věty naleznete například v [1].
Digitální fotografie je diskrétní zobrazení jasu obrazu, které můžeme matematicky po-
psat jako matici, jejíž každý prvek vyjadřuje jas nějakého okolí příslušného bodu obrazu.
Budeme předpokládat, že tato okolí jsou vzájemně disjunktní, čtvercová a že vzdálenost
mezi přilehlými okolími se limitně blíží k nule. Pro zpracování digitálního obrazu tudíž
použijeme diskrétní konvoluci, kterou můžeme nadefinovat vztahem:
g(x, y) =
k∑
i=−k
k∑
j=−k
f(x− i, y − j)h(i, j),
kde matici h(i, j) budeme říkat konvoluční maska, pozici (x0, y0) budeme říkat pixel
(x0, y0), funkční hodnotě f(x0, y0) budeme říkat hodnota jasu pixelu (x0, y0) a funkční
hodnotě g(x0, y0) budeme říkat filtrovaná hodnota jasu pixelu (x0, y0).
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Obrázek 2.1: Diskrétní konvoluce
2.2. Gaussovský filtr
2D gaussovský filtr, nebo také gaussovské vyhlazování, je známý a oblíbený nástroj na
vyhlazování šumu. Účinky jeho a jemu podobných filtrů můžete nalézt například na [3].
Konvoluční maska užívaná u tohoto filtru nám budiž základem pro konvoluční masku 1D
gaussovského filtru. Nejprve ukáži konstrukci 2D masky:
Definice 2.2 Mějme vektor v = (vi), kde vi = n!/(i!(n−i)!), i = 0, . . . , n. Mějme matici
vzniklou vektorovým součinem: G = vTv. Matici G budeme říkat diskrétní konvoluce 2D
gaussovského filtru.
Obrázek 2.2: Konstrukce masky
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2.3. Rotující maska
Rotující maska je speciální typ konvoluční masky, kdy poloha masky vůči relevantnímu
pixelu není pevně dána, ale je vybrána na základě nějakého kritéria, které se vztahuje k
hodnotám jasu okolních pixelů. Diskrétní konvoluce má tedy tvar:
gl,m(x, y) =
2k−l∑
i=−l
2k−m∑
j=−m
f(x− i, y − j)h(i, j), pro l,m = 0, . . . , 2k.
Poznámka: O rotujících maskách se můžeme dočíst například v [4].
Obrázek 2.3: Rotující masky
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Kapitola 3
Úsečka jako okolí pixelu
„Nepotřebuji týt z toho, co objevili jiní.ÿ
strýc František
Dívejme se na konvoluční masku 1D filtru jako na matici generovanou nějakou úsečkou
tak, že prvky matice odpovídající pixelům, kterými položená úsečka prochází, mají nenu-
lovou hodnotu a ostatní mají hodnotu nula. Tuto úsečku můžeme zadefinovat její délkou
a úhlem, který svírá s nějakou pevně zadefinovanou osou. Následně zobrazíme takovouto
úsečku do obrázku, vyhodnotíme, kterými pixely prochází, a vygenerujeme jednu z mož-
ných konvolučních masek. Rotováním úsečky kolem pevně zvoleného bodu vygenerujeme
množinu konvolučních masek vztahujících se k danému pixelu. Z této množiny budeme
muset vybrat jednu, která má tu vlastnost, že pixely, které ji vygenerovaly, splňují nějakou
naši představu o sounáležitosti.
3.1. Úvaha
Nalezněme tedy nějakou vhodnou definici úsečky, která bude reflektovat zadanou délku,
úhel a pixely, kterými prochází při zobrazení do obrázku. Pracovně jí budeme říkat ideální
úsečka a budeme po ní požadovat, aby tato ideální úsečka nebyla závislá na úrovních jasu
jednotlivých pixelů. Ideální úsečku můžeme vyjádřit jako posloupnost hodnot, kde hod-
noty budou jednoznačně určovat, které pixely byly úsečkou proťaty. Dále by bylo vhodné,
aby hodnoty také říkaly, jak velká část úsečky těmito pixely prochází. Tuto ideální úsečku
použijeme k vygenerování masky a zároveň by měla sloužit jako základ pro vyhodnocování
sounáležitosti bodů, kterými prochází.
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3.2. Ideální úsečka
Předpokládejme tedy, že máme obrázek, kde v každém pixelu je úroveň jasu nula. Na
tento obrázek zobrazíme nějakou úsečku, což se projeví změnou úrovně jasu v zasažených
pixelech. Dá se předpokládat, že výsledný jas na pixelech bude výsledkem funkce jasu
úsečky a délky části úsečky, která daným pixelem prochází.
Pro jednoduchost vezměme úsečku délky r = 5 pixelů, kterou položíme pod úhlem
α = − arctan (3/4) s osou rovnoběžnou s pomyslnou spodní hranou pixelu. Úsečka začíná
v levém horním rohu pixelu (1, 1) a končí v pravém dolním rohu pixelu (3, 4).
Poznámka: Matoucí na tom je, že vyjádřeno jako vektor, má koncový bod úsečky
hodnotu (−4,−3). V tomto oddíle budeme tedy pro jednoduchost počítat pixely zleva
doprava a zdola nahoru. Obraz či část obrazu, kterou se budeme zabývat, zobrazíme
do roviny s kartézskou soustavou souřadnic tak, že levý dolní roh levého dolního pixelu
položíme do počátku soustavy souřadnic. Jednotka délky bude odpovídat teoretické délce
strany pixelu a pixel (a, b) bude mít pravý horní roh na pozici (a, b). Zatím se budeme
zabývat pouze 1. kvadrantem.
Obrázek 3.1: Část matice obrázku v kartézské rovině
Mějme tedy úsečku r = 5, α = arctan (3/4). Uvažujme o nějakém vhodném zobrazení
takovém, abychom mohli úsečku rozdělit na konečný počet stejně dlouhých částí tak, aby
žádná tato část nepřesahovala přes hranice pixelů. To vede k myšlence jakýchsi subpixelů,
jejichž délky stran jsou vhodně zvoleným zlomkem délky strany pixelu. Abychom dosáhli
rozdělení úsečky na stejně dlouhé části, jeví se příhodným, aby tato úsečka procházela
pouze diagonálními prvky nově vzniklé matice.
Zobrazme obrázek a přímku v bázi vytvořené tímto způsobem:
Úsečka v polárních souřadnicích: x = r cosα = 4
y = r sinα = 3
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Obrázek 3.2: Zobrazení v bázi:
( 1
3 0
0 14
)
Odtud: A =
(
r cosα 0
0 r sinα
)
=
(
4 0
0 3
)
, det A = 12
A
det A
=
(
1
3 0
0 14
)
Na obrázku vidíme, že zobrazení splňuje námi zadané podmínky.
Každá 1det A -tina úsečky pak předá příslušným subpixelům svou míru jasu, která se
projeví na pixelech v poměru odpovídajícímu množství zasažených subpixelů, které v
daných pixelech leží. Tato úsečka se dá tedy nadefinovat posloupností a1, . . . , adet A, kdy
každý člen vyjadřuje úroveň jasu na dané části úsečky. Bavíme-li se o ideální úsečce, před-
pokládáme konstantní úroveň jasu a tudíž rovnost mezi jednotlivými členy posloupnosti.
Dále položíme
∑
ai = 1.
3.3. Získání posloupnosti
Hledáme-li ideální úsečku v obrázku, potom hledáme takovou posloupnost, jakou jsme
si nadefinovali v předchozím oddílu. Potřebujeme tedy zjistit, z jakého pixelu získává
který člen posloupnosti hodnotu jasu. Budiž nám výhodou, že každá 1det A -tina náleží do
jednoho subpixelu na diagonále. Tudíž ve zobrazení z předešlého oddílu se ptáme, kde
v obrázku leží subpixely (i, i) pro i = 1, . . . , det A. Vynásobíme-li Adet A ·
(
i
i
)
, získáme
pozici pravého horního rohu subpixelu (i, i) v bázi I =
(1 0
0 1
)
. Neboli
A
det A
·
(
i
i
)
=
(
a
b
)
,
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kde ((a)∗, (b)∗)je pozice pravého horního rohu pixelu ((a)∗, (b)∗), který obsahuje subpixel
(i, i) předchozího zobrazení a (t)∗ je nejbližší celé číslo větší nebo rovné číslu t.
Označme část matice obrázku, kterou máme zobrazenou v 1. kvadrantu kartézské
soustavy souřadnic písmenem B. Potom hodnota členu posloupnosti je:
ai =
1
det A
B(m)∗,(n)∗ , kde
(
m
n
)
=
A
det A
·
(
i
i
)
Obrázek 3.3: Hledání pixelu
3.4. Složitější případy
Všechny předešlé vztahy byly založeny na tom, že det A je celé číslo. To je dosti nepravdě-
podobné, neb mohutnost množiny racionálních čísel je nulová. Rozbor přesto začněmež u
racionálních čísel. Dejme tomu, že r cosα = 3 a r sinα = 2, 5. Bázi, kde strany subpixelů
budou jednotkami daných os za splnění výše zmíněné podmínky, že subpixel nepřesahuje
přes hranici pixelu nebude Adet A , ale
A
2·det A .
Indukcí pak dospějeme k závěru, že obecný vzorec pro hledanou bázi je:
lim
k→∞
A
k det A
.
Z pohledu numerického výpočtu tedy musíme nalézt k takové, aby počet diagonál-
ních subpixelů, které nesplňují podmínku, že subpixel nepřesahuje přes hranice pixelů,
ovlivňoval výpočet pouze zanedbatelně.
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Obrázek 3.4: Racionální souřadnice koncového bodu úsečky (3, 2, 5)
3.5. Posunutí počátku úsečky do středu pixelu
Protože budeme hledat konvoluční masku na základě úsečky nadefinované vzhledem ke
zkoumanému pixelu a protože tuto úsečku rotujeme kolem jejího počátku, je určitě vhodné
položit počátek úsečky do středu tohoto pixelu. To nám také umožní dodefinovat jinou
úsečku, která pixelem prochází, a to tak, že daná úsečka bude procházet středem pixelu.
Tento pixel, který označujeme (1, 1), má svůj střed na pozici (0,5 , 0,5).
Vraťme se k původnímu příkladu, kdy r cosα = 4 a r sinα = 3. Abychom počátek
úsečky vložili do středu pixelu a zároveň do počátku některého ze subpixelů a aby pixely
splňovaly podmínku, že nesmí přesahovat přes hranice pixelů, musíme pixely na subpi-
xely rozdělit ještě jemněji, t.j. zobrazit úsečku v bázi A2 det A . Hodnoty prvků posloupnosti
definující úsečku pak získáme ze vztahu:
ai =
1
2 det A
B(m)∗,(n)∗ ,
kde
(
m
n
)
= A2 det A ·
(
i
i
)
+
(0,5
0,5
)
. Obecně pak:
ai =
1
2k det A
B(m)∗,(n)∗ ,
kde
(
m
n
)
= A2k det A ·
(
i
i
)
+
(0,5
0,5
)
a k je dostatečně velké číslo.
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Obrázek 3.5: Posunutí do středu pixelu
3.6. Množina masek
3.6.1. Rotace
Jak již bylo zmíněno na začátku této kapitoly, konvoluční maska bude v našem případě
matice, která bude mít nenulové hodnoty na pozicích odpovídajících pixelům, skrze které
vede úsečka. Na ostatních pozicích budou nuly. Naším cílem je tedy zjistit, jaké hodnoty
budou na nenulových pozicích.
Ideální úsečku definujeme jako posloupnost, kdy každý člen posloupnosti odpovídá
nějakému subpixelu, který leží v nějakém pixelu. Je tedy třeba zjistit, kolik takových
subpixelů, budeme jim říkat zasažené subpixely, spadá do kterého pixelu, a na základě této
informace vytvořit matici H, kde každý prvek matice bude odpovídat nějakému pixelu
zkoumané části obrázku a jeho hodnota bude přímo úměrná počtu zasažených subpixelů,
které do daného pixelu náleží.
Vzhledem k závěru v oddíle 3.4., že hledaná báze pro tvorbu subpixelu je A
k det A , kde
k je dostatečně velké číslo, se na problematiku musíme podívat z druhé strany. Neboli
nebudeme se ptát, kolik zasažených subpixelů náleží do kterého pixelu, ale jak velkou část
úsečky obsahuje který pixel.
Abychom to zjistili, musíme najít průsečíky úsečky a hranic pixelů. Předpokládejme
tedy, že máme pixel, kterým prochází úsečka. Strany tohoto pixelu jsou vymezeny přím-
kami x = a, y = b, x = c, y = d, a < c, b > d. Vzhledem k tomu, že vše stále
řešíme v 1. kvadrantu, pro úhel α ∈ (0, pi2 ) úsečka může protínat tyto dvojice stran:
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(a, b), (a, c), (d, b) nebo (d, c). Úsečka může přímky protnout i mimo pixel, takže musíme
vybrat nejmenší část úsečky vymezenou danými přímkami.
Nadefinovali jsme si jednotkovou délku ideální úsečky jako
∑
ai = 1, kde počet členů
řady odpovídá počtu přepon subpixelů. Všechny body na ideální úsečce mají tu vlastnost,
že jejich x-ová a y-ová složka se v bázi A rovnají. To nám samozřejmě pomůže při pro-
hledávání průsečíků ideální úsečky a hranic pixelů a v získávání délek částí úsečky těmito
hranicemi určenými.
Vezměme tedy šestici dvojic průsečíků. Abychom zjistili, zda daná vymezená část
přímky prochází pixelem, vytvoříme šestici středů těchto dvojic a zjistíme, zda leží v
daném pixelu. Obecně to uděláme takto:
Máme dvě přímky, třeba x = d, x = b v I, které ohraničují pixel (b, c).
Zobrazme je do A : (
λd
0
)
= A−1
(
d
0
)
,
(
λb
0
)
= A−1
(
b
0
)
.
Průsečíky s přímkami jsou
(
λd
λd
)
a
(
λb
λb
)
, jejichž střed je(
λd,b
λd,b
)
=
(λd+λb
2
λd+λb
2
)
.
Zobrazíme střed do I : (
s1,d,b
s2,d,b
)
= A
(
λd,b
λd,b
)
.
Jestliže d < s1,a,b < b a a < s2,a,b < c, pak můžeme prohlásit, že tento střed leží v pixelu
(b, c).
Prozkoumáme všechny dvojice průsečíků, které splňují tuto podmínku.
Řekněme, že hodnoty s1,a,b a s2,a,b podmínku splnily. Pak zobrazíme příslušné průsečíky
do:
I
(
p1,d
p2,d
)
= A
(
λd
λd
)
,
(
p2,b
p2,b
)
= A
(
λb
λb
)
.
Velikost vektoru ∣∣∣∣(v1,d,bv2,d,b
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(p1,dp1,d
)
−
(
p2,b
p2,b
)∣∣∣∣ = √v21,d,b + v22,d,b
udává délku části přímky mezi průsečíky s přímkami x = d a x = b.
Může se stát, že pro daný pixel nalezneme několik středů, které leží v tomto pixelu.
Vybereme nejmenší délku části přímky z délek, které jsme získali tímto algoritmem. Pokud
by byla nejkratší délka pixelu velikost vektoru
(
v1,d,b
v2,d,b
)
, příslušná hodnota v matici H na
pozici (b, c) by byla
hb,c =
√
v21,d,b + v
2
2,d,b
r
.
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Pokud nenalezneme střed mezi průsečíky, který leží v příslušném pixelu, položíme hb,c = 0.
Hodnota hb,c by udávala poměrnou část přímky ohraničené pixelem (b, c) k délce úsečky.
3.6.2. Posunutí
Naším cílem ovšem bylo mít ideální úsečku s počátečním bodem (0,5 , 0,5) v bázi I. To
znamená, že posuneme hraniční přímky o 0, 5 pixelu. Myšlenka posunutí úsečky vede k
otázce, zda-li a jak posouvat úsečkou podél středu zkoumaného pixelu. Musíme zaručit,
že tento střed bude vždy ležet na úsečce.
Vraťme se ke standardně definovaným pozicím prvků v matici, tedy shora dolů, zleva
doprava. Matici B zkoumané části obrázku položme do IV. kvadrantu tak, aby levý horní
roh části obrázku ležel v počátku souřadnic. Pixel (i, j) ohraničíme čtveřicí přímek
y = −i + 1, y = −i, x = j − 1, x = j.
Řekněme, že střed zkoumaného pixelu leží ve středu zkoumané části obrázku. Musíme
proto určit velikost matice B. Vzhledem k tomu, že délka zkoumané úsečky je r, zvolíme
velikost (2r+1)×(2r+1). Střed pak bude mít souřadnice v bázi I (r+0,5, −r−0, 5).
Pro jednoduchost dalších výpočtů přesuneme zobrazení matice B tak, že její střed
bude ležet v počátku souřadnic. Přímky ohraničující pixel (i, j) v novém zobrazení budou
mít vyjádření:
y = −i+ 1 + r + 0, 5, y = −i+ r + 0, 5, x = j − 1− r− 0, 5, x = j − r− 0, 5.
Stejně jako v předešlé sekci nalezneme průsečíky těchto přímek v A s přímkou procháze-
jící body (0, 0) a (1, 1) a vyhodnotíme, jaká poměrná část k délce úsečky je ohraničená
příslušným pixelem.
3.6.3. Úsečka
Zatím jsme pouze zjišťovali pozice částí přímky, na které leží úsečka u. Omezme se pouze
na úsečku u. Úsečka u má v bázi I počáteční bod (0, 0) a koncový (r cosα, r sinα).
Abychom takového omezení dosáhli, řekneme, že přímky, které mohou protnout úsečku
u, jsou z množiny přímek {x = a, y = b}, kde a ∈ 〈0, r cosα〉 a b ∈ 〈0, r sinα〉. Toho jsme
dosáhli tak, že přímky příslušného pixelu (k, l) budou:
(
m1
0
)
= A−1
(
k
0
)
,
(
m2
0
)
= A−1
(
k − 1
0
)
,
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(
0
n1
)
= A−1
(
0
−l
)
,
(
0
n2
)
= A−1
(
0
1− l
)
,
x =

0 pro m1 < 0
k pro m1 ∈ 〈0, 1〉
r cosα pro m1 > 1
x =

0 pro m2 < 0
k − 1 pro m2 ∈ 〈0, 1〉
r cosα pro m2 > 1
y =

0 pro n1 < 0
−l pro n1 ∈ 〈0, 1〉
r sinα pro n1 > 1
y =

0 pro n2 < 0
1− l pro n2 ∈ 〈0, 1〉
r sinα pro n2 > 1
Takové přímky ohraničují pouze pixel, který se zobrazí do A vymezeného přímkami
x = 0, x = 1, y = 0 a y = 1, kde leží část přímky – úsečka u.
Tím jsme ve své podstatě schopni nalézt zobrazení úsečky u pod libovolným úhlem
α ∈ R\
{
kpi
2
}
, k ∈ Z.
3.6.4. Posouvání úsečky bodem
Vyřešme případ, kdy úsečka u nemá počátek (či konec) ve zkoumaném pixelu, ale prochází
jím. Taková úsečka je částí stejné přímky a bod (0, 0) do ní náleží.
V bázi A bude mít úsečka u krajní body:
(−t,−t) a (1− t, 1− t) pro t ∈ 〈0, 1〉.
V bázi I pak:
(−t r cosα,−t r sinα) a ((1− t) r cosα, (1− t) r sinα).
Tato omezení pak aplikujeme na hraniční přímky pixelů ve smyslu minulé podsekce.
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3.6.5. Shrnutí
Měli bychom tedy říci, jak vypadá celý algoritmus pro zobrazení částí délek úsečky u v
prvcích matice H příslušících pixelům části zkoumaného obrázku B.
Mějme parametry α ∈ (0, pi2 ) ∪ (pi2 , pi) , r ∈ N a t ∈ 〈0, 1〉, část obrázku B(2r+1)×(2r+1)
a zkoumaný pixel (r+ 1, r+ 1). Pak matici H(2r+1)×(2r+1) vygenerujeme tímto způsobem:
vezmeme každý prvek matice H a zapíšeme do něj poměrnou délku úsečky u(α, r, t), která
prochází příslušným pixelem.
Pro pixel bi,j ∈ B to vypadá takto:
A =
(
r cosα 0
0 r cosα
)
(
θ1
θ3
)
= A−1
(
j − r − 0, 5
i + r + 0, 5
)
,
(
θ2
θ4
)
= A−1
(
j − 1− r − 0, 5
1− i + r + 0, 5
)
.
a =

−t r cosα pro θ1 < −t
j − r − 0, 5 pro θ1 ∈ 〈−t, 1− t〉
(1− t) r cosα pro θ1 > 1− t
b =

−t r cosα pro θ2 < −t
j − 1− r − 0, 5 pro θ2 ∈ 〈−t, 1− t〉
(1− t) r cosα pro θ2 > 1− t
c =

t r sinα pro θ3 < −t
−i + r + 0, 5 pro θ3 ∈ 〈−t, 1− t〉
(t− 1) r sinα pro θ3 > 1− t
d =

−t r sinα pro θ4 < −t
1− i + r + 0, 5 pro θ4 ∈ 〈−t, 1− t〉
(1− t) r sinα pro θ4 > 1− t
potom(
λa
0
)
= A−1
(
a
0
)
,
(
λb
0
)
= A−1
(
b
0
)
,
(
o
λc
)
= A−1
(
0
c
)
,
(
0
λd
)
= A−1
(
0
d
)
.
Odtud
λa,b =
λa + λb
2
, λa,c =
λa + λc
2
, λa,d =
λa + λd
2
, λb,c =
λb + λc
2
, λb,d =
λb + λd
2
, λc,d =
λc + λd
2
.
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(
s1,a,b
s2,a,b
)
= A
(
λa,b
λa,b
)
, . . . ,
(
s1,c,d
s2,c,d
)
= A
(
λc,d
λc,d
)
,
γa,b =

∣∣∣A(λaλa)−A(λbλb)∣∣∣
r
pro s1,a,b ∈ (j − 1, j) ∧ s2,a,b ∈ (1− i,−i)
q jinak
...
γc,d =

∣∣∣A(λcλc)−A(λdλd)∣∣∣
r
pro s1,c,d ∈ (j − 1, j) ∧ s2,c,d ∈ (1− i,−i)
q jinak
kde q je pevně zvolené číslo z intervalu (
√
2
r
,+∞).
hi,j =
{
0 pro q = min{γa,b, . . . , γc,d}
min{γa,b, . . . , γc,d} jinak
H = (hi,j)
Obrázek 3.6: Zobrazení
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Obrázek 3.7: Algoritmus v Matlabu
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3.7. Maska
Definice 3.1 Mějme parametry α ∈ (pi, 3pi2 )∪(3pi2 , 2pi) , r ∈ N, t ∈ 〈0, 1〉. Mějme masku
diskrétní konvoluce gaussovského 2D filtru G(2r+1)×(2r+1) = (gi,j), matici H(2r+1)×(2r+1) =
(hi,j), pak konvoluční masku gaussovského 1D filtru vybíráme z množiny {M(r, α, t) =
( gijhij∑∑
gijhij
)} a matice M(r, α, t) mají rozměry (2r + 1)× (2r + 1).
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Kapitola 4
Prohledávání okolí pixelu
„Rozkaz zněl jasně: zlikvidovat muže s koženou brašnou . . .ÿ
legendární esenbák
4.1. Hledání úsečky v obrázku
Předpokládejme, že zkoumaný pixel (k, l) matice B = (bi,j) leží na úsečce. Dále předpo-
kládejme, že úroveň jasu zkoumaného pixelu odpovídá úrovni jasu úsečky. Vzhledem k
tomu, že úroveň jasu úsečky u vyjádřená maticí H(r, α, t) = (hi,j) je jedna, hledáme v
obrázku úsečku vyjádřenou maticí H(r, α, t, bk,l), kde H(r, α, t, bk,l) = H(r, α, t) · bk,l, bk,l
je úroveň jasu pixelu (k, l). Toho docílíme porovnáním dvou množin matic:
{K(r, α, t,B) = (hi,j · bi,j)} a {H(r, α, t, bk,l)},
pro pevně zvolené B a bk,l.
To je samozřejmě výrazné zjednodušení problému, protože míra jasu pixelu je dána
mírou jasů úseček jím procházejících. Odtud bychom se ale dostali k úloze, kde bychom
museli řešit, kolik a jakých úseček daným pixelem prochází.
4.2. Porovnání H a K
4.2.1. Čtverce
Při porovnání matic H(r, α, t, bk,l) a K(r, α, t,B) se omezme na případy rovnosti parame-
trů r, α a t pro obě matice. Z obou matic vybereme nenulové prvky a vytvoříme z nich
dvě množiny {aH,n} a {aK,n}, kde n = 1, . . . , ν a ν je dáno počtem nenulových prvků
matic H(r, α, t, bk,l) a K(r, α, t,B).
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Podobnost těchto množin musíme nějak kvantifikovat. Využijme k tomu algoritmus
metody nejmenších čtverců, viz [1].
Nechť hodnota
ψ(r, α, t) =
ν∑
n=1
(aH,n − aK,n)2
vyjadřuje vzdálenost předpokládané posloupnosti od posloupnosti na obrázku pro každé
r, α, t a pevně zvolené bk,l a B, pak
ψmin = min{ψ(r, α, t)}
udává dvojici H(r, α, t, bk,l) a K(r, α, t,B), která si je nejvíc podobná. Označme ji
(H−K)ψmin .
Poznámka: Takových dvojic může být nekonečně mnoho. Z hlediska dalšího výpočtu
však nehraje roli, kterou z těchto dvojic si vybereme.
4.2.2. Součty
Druhou možností, jak porovnat obě množiny matic, je hledat takovou množinu {aK,n},
pro kterou platí
ν∑
n=1
aK,n = bk,l.
Pak hledáme
ϕmin =
{
ϕ(r, α, t) = |bk,l −
ν∑
n=1
aK,n|
}
.
Příslušnou dvojici matic označme
(H−K)ϕmin .
4.3. Úprava bk,l
4.3.1. Gaussovská maska
Mějme tedy dvojici matic (H−K)ψmin , resp. (H−K)ϕmin s parametry αψmin , rψmin , tψmin ,
resp. αϕmin , rϕmin , tϕmin .
Pomocí matice H = (hi,j) příslušné dvojice vygenerujeme matici M = (mi,j). Tu pak
aplikujeme na část obrázku a získáme novou hodnotu na pozici (k, l) v matici B, kterou
označíme bK,L.
bK,L =
2r+1∑
i=1
2r+1∑
j=1
mi,jbi,j.
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4.3.2. Maska váženého průměru
Nabízí se také možnost opustit myšlenku gaussovského filtru. Hodnotu prvku (k, l) matice
B můžeme nahradit hodnotou
bK,L =
ν∑
n=1
aK,n
pro K z dvojice (H−K)ψmin , resp. (H−K)ϕmin .
4.4. Úprava obrázku
Mějme obrázek Of0 . Aplikujeme-li některý z výše popsaných algoritmů na každé bk,l ta-
kové, že bk,l je prostředním prvkem každé čtvercové matice B, která je částí obrázku Of0 ,
získáme jednou filtrovaný obrázek Of1 příslušným algoritmem.
Ofs je pak obrázek filtrovaný příslušným algoritmem s-krát.
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Kapitola 5
Implementace na počítači
„Budiž světlo!ÿ
neznámý autor
5.1. Parametry numerického výpočtu
Výše popsané filtry jsem naprogramoval v prostředí Matlab. Vzhledem k náročnosti vý-
počtů jsem se rozhodl otestovat algoritmy pouze pro případy r = 10. Dále jsem určil
nejmenší kroky pro parametry α a t v závislosti na parametru r.
Vzhledem k tomu, že algoritmy filtrů nejsou definovány pro α ∈ {k pi2}, k ∈ Z, určil
jsem nejmenší možný krok funkcí
∆α =
pi
4q
− pi
8q
,
kde q ∈ N je parametr ovlivňující délku kroku. Rozhodl jsem se, že koncový bod úsečky
musí být přibližně 1 stranu pixelu vzdálen od koncového bodu následující úsečky:
r sin
pi
4q
.
= 1,
q =
(
pi
4 arcsin(1
r
)
)∗
.
Úsečka pak byla vyhledávána pod těmito úhly:{
αi = i
pi
4q
− pi
8q
}2q
i=1
.
Vzhledem k volbě ∆α jsem určil nejkratší krok pro t:
∆t =
1
r
.
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Úsečka byla vyhledávána v těchto posunutích:{
tj = j
1
r
}r
j=0
.
Následně jsem se rozhodl vypočítat prvních šest iterací pro všechny 4 navržené filtry
(ψmin+ gauss, ψmin+ průměr, ϕmin+ gauss, ϕmin+ průměr) na části obrázku sluneční
koróny získaného od prof. Druckmüllera o velikosti 200× 300 pixelů.
5.2. Porovnání
Každý z filtrů upravil obrázek trochu jinak. Velmi podobné si jsou oba obrázky, kde
byla použita vyhledávací funkce ψ. Ten, na který byl aplikován gaussův filtr, má však
vyhlazenější přechody mezi vzájemně sousedícími paprsky než ten, na který byl aplikován
filtr váženého průměru.
Zajímavé jsou pak obrázky, kde byla použita vyhledávací funkce ϕ. Zatímco ten, na
který byl aplikován filtr váženého průměru, dostál pouze malé změny oproti původnímu
obrázku, ten, na který byl aplikován gaussovský filtr, je zřetelně nejvíce změněným ob-
rázkem ze všech.
Kdybych měl seřadit filtry podle toho, jak moc obrázek pozměnily od nejméně po
nejvíce, seřadil bych je takto: ϕ-průměr, ψ-průměr, ψϕ-gauss, ϕ-gauss. O všech čtyřech se
dá říci, že splňují cíl vyhlazení při zachování struktury zobrazené na původním obrázku.
Filtr ϕ-gauss je v tomto směru nejslabší, neboť slévá dohromady velmi tenké paprsky.
Je však jediný, o kterém se dá říci, že zřetelně splňuje druhý cíl, tj. „protaženíÿ paprsků
v místech, kde na původním obrázku již byly nezřetelné rozdíly mezi hladinami jasu
sousedních paprsků.
Co se potřebných počtů iterací týče, o všech filtrech lze prohlásit, že od čtvrté iterace
již nejsou rozdíly mezi po sobě jdoucími obrázky okem prakticky rozeznatelné.
Velkou nevýhodou těchto filtrů je jejich výpočetní náročnost. Z časových důvodů jsem
nebyl schopen na svém počítači otestovat filtry i pro větší r, ačkoli si myslím, že by
výsledky byly ještě bližší vytyčeným cílům.
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Kapitola 6
Závěr
Cílem této práce bylo vypracovat teorii gaussovských 1D filtrů s rotujícím jádrem pro
zpracování digitálních obrazů. Tuto teorii implementovat na počítači a otestovat ji na
obraze sluneční koróny.
Teorii gaussovských 1D filtrů, kterou jsem zde vypracoval, skýtá mnohé příležitosti
k rozšíření. Bylo by jistě zajímavé, pokud bychom se neomezili pouze na vyhlazovací
oblast tvaru úsečky, ale na oblasti křivek s proměnlivou křivostí, a podobně. Také myš-
lenka naznačená v podkapitole „Hledání úsečky v obrázku,ÿ tedy zvážení předpokladu,
že zkoumaným pixelem prochází také jiné úsečky než ta, kterou právě hledáme, vytváří
prostor pro další bádání a slibuje zajímavé výsledky. V neposlední řadě je zde prostor pro
vytvoření dalších kritérií, podle kterých by se porovnávala podobnost ideální vyhlazovací
oblasti (úsečky) s oblastmi stejného tvaru v obrázku.
Implementace algoritmů na počítači vedla k předpokládaným výsledkům, ale její výpo-
četní náročnost přesahovala únosnou míru. Pro podrobnější prozkoumání chování těchto
filtrů, případně pro implementaci ještě složitějších algoritmů, by bylo potřeba zdrojový
kód optimalizovat, případně provádět výpočet na grafické kartě. Algoritmy jsou popsány
tak, aby byly snadno a rychle naprogramovatelné v prostředí Matlab.
Na části obrazu sluneční koróny jsem otestoval všechny čtyři algoritmy v této práci
popsané pouze pro r = 10. Tři z nich, ϕ-průměr, ψ-průměr a ψ-gauss, splnily cíl, vyfil-
trování šumu bez zahlazení přechodů mezi paprsky, nad očekávání. Čtvrtý, ϕ-gauss, sice
tenké paprsky sléval dohromady, ale velmi zřetelně „protahovalÿ paprsky v oblastech,
kde na původním obrázku byly již nezřetelné, neboli vytvořil výraznější přechody mezi
sousedícími paprsky malého rozdílu jasu.
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Příloha A
Grafy a data
Zde jsou uvedeny veškeré grafy včetně dat, na které se odkazuji ve své práci.
Obrázek A.1: Diskrétní konvoluce
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Obrázek A.2: Konstrukce masky
Obrázek A.3: Rotující masky
Obrázek A.4: Část matice obrázku v kartézské rovině
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Obrázek A.5: Zobrazení v bázi:
( 1
3 0
0 14
)
Obrázek A.6: Hledání pixelu
Obrázek A.7: Racionální souřadnice koncového bodu úsečky (3, 2, 5)
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Obrázek A.8: Posunutí do středu pixelu
Obrázek A.9: Zobrazení
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Obrázek A.10: Algoritmus v Matlabu
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Obrázek A.11: Část obrázku, na které se testovaly filtry
Obrázek A.12: Iterace 6: ϕ-průměr
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Obrázek A.13: Iterace 6:ϕ-gauss
Obrázek A.14: Iterace 6: ψ-průměr
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Obrázek A.15: Iterace 6: ψ-gauss
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